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摘要 : 从球对称边界条件出发 ,分别讨论微球内部光场的两类重要的传播模式 横电场 ( TE) 和横磁场 ( TM) 回
廊模 (WGMs) ,并导出其对应的特征方程. 运用大球近似下的特征方程解 ,计算低阶 WGMs 模的谐振波长 ,很好地解
释掺铒氟化物玻璃微球中所观察到的发射光谱.
关键词 : 回廊模 ;掺铒氟化物玻璃 ;微球 ;特征方程近似解











能在微球内部形成共振 ,这称为回廊模 W GMs. 存
在于这个共振模中的能量要经过很长的时间才会泄
漏出微球 ,这使得共振模中有非常大的能量密度 ,许
多光学效应在这个模中得到加强[2 ] . 由于回廊模谐





学双稳态装置和辐射场的 QND 装置[3 ] . 本文通过
球的边界条件对微球进行分析 ,得到微球的回廊模
公式. 再从回廊模理论公式出发 ,计算低阶 W GMs
模的谐振波长 ,与实验数据进行比较.
1 　球内的回廊模
选取半径为α,折射率为 n 的介电微球 ,并且是
大球 (即α µ λ的球) . 对于这样的球 ,它的光场强度
的峰值和它的结构是有关的 ,本文主要考虑的是 TE
模. 微球和光波之间最重要的参量是尺寸参量 x =
kα , k 指真空中的波数. 由于光照射微球会产生反
射和折射 ,此时 ,散射波和球内波在 r = α面上连
续 ,可得到 TE 模的边界方程[4 ] :
nj′l ( nx )
j l ( nx)
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式中 , n为折射率 ,ν= l + 1
2
,它是由于把球贝塞耳
函数 j l 和球诺伊曼函数 n l 换成对应的柱函数出现
的 ,它可以被视为总角动量.
如果一束波数为 nk 的光在球的内表面反射 ,则
它的角动量ν = nkαsinθ = nx sinθ ,由于满足全反
射条件 ,所以 sinθ∈[ 1
n




( n ≥ν≥1) ,而且对于
低阶的共振 ,可认为 | nx - ν| 是一个非常小的值 ,
这个值大约是和ν
1
3 成比例的 , 所以引入一个参量
z ,它满足
nx = ν+ zν
1
3 (3)
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其中 ,coshα = μ, A i 是Airy函数 , f k , gk ,μk 是多项
式.
把上述方程 (4) 和 (5) 代入式 (2) ,且把文献[5 ]
中表达式 (9 . 3 . 12) , (9 . 3 . 27) 代入式 (2) ,由于主要
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把式 (9) 代入式 (3) ,得










整数倍 ,即 2πα= l (
λ
n
) ,其中 l 和ν的差值可被视为
在 o (1) 中.
现在考虑高阶近似项 ,把方程 (9) 写成
2
1







如果知道 cj , 就可以知道后面的近似项 , 对
A i ( - 2
1
3 z ) 进行级数展开 :
A i ( - 2
1
3 z ) = A i ( - αi + Δ) =
　Δ·A i′( - αi) + (Δ
2/ 2) A i″( - αi) + ⋯,
(12)
其中上式的Δ就是式 (11) 中的后面一项.
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3 + o (ν- 1) (15)
式中 ,ν = l + 1
2
,对于 TE模 , p = n ;对于 TM
模 , p = 1
n
. 其中αi 是Airy函数的解 ,α1 = - 2 . 338 ,
α2 = - 4 . 088 ,α3 = - 5 . 521 .
2 　结果分析
　　在文献[6 ]中Lam有关于折射率为 n 的微球的
回廊模特征方程近似解 ,它的结果为 :































3 + o(ν- 1) (16)
式中 ,ν = l + 1
2
,对于 TE模 , p = n ;对于 TM
模 , p = 1
n
.
其中αi 是 Airy 函数的解 ,α1 = 2 . 338 ,α2 =
4 . 088 ,α3 = 5 . 521 .
比较式 (15) 和 (16) 可以看出 ,它们第 2 项符号
相反 ,这是由于αi 符号的相反所导致的 ;在第 5项中
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表 1 　级数 i = 1 时 TE模的波长λ和模数 l 的关系
Tab. 1 　Wavelengthλof a TE mode varying with mode number l at mode order i = 1
l
λ / nm
(a) (b) (c) / % (d) (e) / % (f) (g) / %
133 1595. 87 1599. 38 1593. 45
134 1581. 89 1584. 39 0. 158 1587. 83 0 . 376 1582. 00 0 . 0070
135 1570. 83 1573. 07 0. 143 1576. 45 0 . 358 1570. 70 0 . 0083
136 1559. 87 1561. 91 0. 131 1565. 23 0 . 344 1559. 57 0 . 0192
137 1549. 06 1550. 92 0. 120 1554. 17 0 . 330 1548. 59 0 . 0303
138 1538. 45 1540. 08 0. 106 1543. 27 0 . 313 1537. 77 0 . 0442
139 1528. 04 1529. 39 0. 088 1532. 52 0 . 293 1527. 11 0 . 0609
140 1517. 63 1518. 84 0. 080 1521. 92 0 . 283 1516. 59 0 . 0685
141 1507. 62 1508. 45 0. 055 1511. 46 0 . 255 1506. 21 0 . 0935
　　　注 : (a) : 实验结果 (如图 2) ; (b) : 我们的计算结果 ; (c) : 我们的计算结果与实验结果的误差比较 ; (d) : Lam 的计算结







为 n2 - 2
3
p2 ,其余都完全一样. 式 (15) 和 (16) 的差
异主要由于对 A i ( - 2
1
3 z ) 、球贝塞耳函数和球诺伊
曼函数的级数展开项不同引起的.
考虑一个半径α = 24 . 695 μm、折射率 n =
1 . 450 5 的微球 ,半径由电子显微镜定出 ,而折射率
由精确解拟合得出 ,比较文献[6 ] 的近似解结果、本
文的近似解、通过式 (2) 计算的精确解和实验结果 ,
见表 1 .
通过表 1 可以看出 :对于 TE 模 ,本文的近似解
结果非常接近于实验结果 ,误差平均为 0 . 110 % ,而
　图 1 　体状掺铒氟化物玻璃 ZBLALiP 的发射光谱
　Fig. 1 　Fluorescence spectrum of a bulk
Er÷ZBLALiP
Lam 的近似解与实验结果的误差比较大 ,误差平均
为 0 . 319 %;同时 ,从式 (2) 得出的精确解结果与实




谱 ,可以看出在 1 530 nm附近有 1个很宽的峰 ,它是





级的 Stark 子能级间的跃迁受 ZBLALiP基质的配位
场作用 ,呈现出较大的线型加宽 ,而使该发射光谱为
　图 2 　直径为 50 μm 的掺铒氟化物玻璃 ZBL AL i P 微
球发射光谱
　Fig. 2 　 Fl uorescence spect rum of an Er÷ ZBL AL i P
microsphere w ith a diameter of about 50 μm
连续分布的结果. 图 2 是掺铒氟化物玻璃 ZBLALiP
微球发射光谱 (最高的峰对应的是 i = 1 的 TE模) ,
可以看到它的峰所对应的波长与表1中 i = 1的 TE
模的理论数值很接近. 它显示出有规律的峰状结构 ,
其周期约为 10 nm ,该光谱的总轮廓与体材料的光
谱是相似的 ,所有的信号都很强. 从图 2 可以看到一
些光谱一些波长所对应的光强特别大 ,这是由于掺
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Analytical Expressions of Whispering Gallery Modes
in a Spherical Dielectric Microcavity
ZHAN G Lei , CAI Zhi2ping
(Dept . of Phys. , Xiamen Univ. , Xiamen 361005 , China)
Abstract : Based on the continuous boundary conditions of a dielectric sphere ,the two specific types of guiding
Whispering Gallery Modes TE , TM modes in the microsphere were discussed. The corresponding charac2
teristic equations were deduced. In the case of large microsphere , the characteristic equations were analytically
solved , and applied to calculate the low2order resonance wavelengths. The theoretical prediction was in good ac2
cordance with the emission spectrum from an Er÷ZBLALiP microsphere.
Key words : Whispering Gallery Modes ( W GMs) ; microsphere ; Er÷ZBLALiP ;analytical solutions of characteris2
tics equations
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